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COURBURE D’ORDRE p ET LES CLASSES
DE PONTRJAGIN

ANN STEHNEY

Nous allons étudier d’aprés Thorpe la courbure d’ordre p (p-courbure) d’une
variété riemannienne M. La 2-courbure est la courbure riemannienne ordinaire
de M. La p-courbure (p > 2) est strictement plus faible que la 2-courbure,
mais leurs interprétations géométriques sont semblables. Dans ce travail nous
trouverons les classes caractéristiques de Pontrjagin de M par rapport aux
tenseurs de p-courbure. Ceci nous permettra de donner des conditions locales
sur la courbure qui entrainent la nullit€ de certaines classes de Pontrjagin de
M. En particulier on obtient les résultats de Thorpe {7], Chern [1], Cheung et
Hsiung [2], et Gray [3].

Si p est un entier pair, le tenseur riemannien de courbure d’ordre p (voir
[81) en un point m e M est une application linéaire auto-adjointe R, de A*(M,,)
donnée par

<Rp(u1/\u2/\"‘/\up),vl/\vz/\"’/\vp>
1 1
(1) 5

o 2°7p! o e

X (@)(BIR (U, Unys Vp,, Vg, + R(Uay_ys Uays Vp,_y» Vg,) »
P

ou u;, v, € M, S, estle groupe des permutations des entiers (1, - - -, p), e(a)
est la signature de «, et R est le tenseur (ordinaire) de courbure de M. Le
théoréme suivant nous donne les classes de Pontrjagin de M par rapport aux
tenseurs R,.

Théoréme 4.1. Soit M une variété riemannienne et R,, son tenseur de
courbure d’ordre 2k. Alors

[CRE Ay g
25k 1227 2

est une forme différentielle de M de degré 4k qui est fermée et qui représente
P.(M), la k¢ classe de Pontrijagin de M.

Considérons un tenseur du type Ry(u, A --+ A up) = cAdu, A\ -- - N Auy,
oiceRet A: M, — M, est une application auto-adjointe. On notera R, =
¢cA?. Nous avons le
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Théoréeme 4.5. Soit M compact et orientable. Si, en chaque point me M
ils existent ce R et A: M,, — M,, tels que R,, = cA®, les classes (M) sont
nulles pour tout g > k.

Le cas k = 1 est le théoréme de Chern [1]. Cheung et Hsiung [2] ont obtenu
lam éme conclusion avec une condition algébrique sur R. Nous montrerons que
leur condition entraine R,, = cA** et nous donnerons un contre-exemple a la
réciproque. Si les A satisfont de plus une identité de Bianchi (condition différ-
entielle), Gray [3] obtient que les classes £,(M) sont nulles pour g > k. Il
présente comme exemple 1’hypersurface M*® < R™*! ou A est la deuxieéme forme
fondamentale de M. Le cas 4 = ’identité est un théoréme de Thorpe [7].

1. Les tenseurs de courbure d’ordre p

Soit ¥ un espace vectoriel de dimension n, muni de la métrique g, et p un
entier positif. L’espace 4?7 = A?(V) des p-vecteurs de ¥ posséde une métrique
naturelle, donnée sur les p-vecteurs décomposables (qui contient A7) par

Uy AN wvos N, vy N +o o N> = det [g(uy, )],

ol u;, v; & V. Un tenseur de courbure d’ordre p de V est un opérateur linéaire
auto-adjoint (0.1.a.-a.) T': AP — A? (voir [6]). Ces tenseurs forment eux-mémes
un espace vectoriel Z muni de la métrique

(T,S> =tr ToS .

Si T € # on peut considérer sa courbure sectionnelle 65, une fonction numé-
rique de la variété de Grassmann ¥ des plans orientées P C V avec dimension
P = p. ¢ s’identifie avec 1’ensemble de p-vecteurs décomposables de longueur
1:

Pou AN - Ny,

ot {u,, - - -, u,} est une base orthonormale orientée du plan P. Avec cette cor-
respondence,

(2) O'T(P)=<T(u1/\“'/\up)9u1/\"’/\up>-

Méme si nous considérons ¥ quelconque, le cas intéressant est celui olt p est
pair, V=M, meM)etT =R,.

Rappelons {6] la décomposition en somme directe orthogonale Z = Z ® .
Z est le sous-espace des tenseurs 7 satisfaisant !’identité de Bianchi:

(3) 5 KTy N -vs AN )y Uy, N lpsg N e N lp) =0

rESp+12
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pour tout u,, « - -, Uy, € V. & est le sous-espace des relations de Grassmann:

(4) Pour que « e A7 soit décomposable il faut et
il suffit que {Sa, &> = 0 pour tout S ¢ &.

Puisque tout Pe & correspond a un p-vecteur décomposable on voit que la
courbure sectionnelle de S ¢ & est identiquement nulle. En effet cette propriété-
ci sert a caractériser ’espace &:

(5) Se ¥ équivautaos = 0,
d’ol
(6) TeHetor, =0 entrainent T=0.

Thorpe a vérifié que R, satisfait (3). Comme la fonction d’identité I: A7 —
AP le satisfait et comme o; = 1, il s’en suit que

(7) or, = ¢ entraine R, =cl.

On démontre les resultats ci-dessus dans tS] et [6].

2. Tenseurs induits

Soit A: V' — V un-o.l.a.-a. L opérateur
AP:up N - Nup > Aug N\ -+ - N\ Au,

est dit I’opérateur induit sur 4? par A. Il est clair que 47 est linéaire ; on vérifie
sans difficulté que A7 est auto-adjoint, donc un tenseur de courbure. Un simple
calcul donne la

Proposition 2.1. L’ensemble des tenseurs ainsi induits est invariant sous
Peffet du groupe orthogonal (V) ; d’ailleurs,

(ad )47 = (ad g A)?

pour tout g € 0(V).

La proposition suivante est un cas spécial d’un théoréme de Kulkarni {4]:
dans I’anneau des structures de courbure l’ensemble de ceux qui satisfont
I’identité de Bianchi est fermé sous la multiplication. Dans notre cas la
symétrie de A est I’identité de Bianchi (p = 1). Une démonstration directe de
2.2 existe [5] mais elle est plus longue qu’intéressante.

Proposition 2.2. AP satisfait identité de Bianchi.

Revenons au cas V' =M, olt M est une variété riemannienne. Etant donnés
des nombres réels a;; = a;; (i,j =1, ---,n). Soient I = (i}, i,, ---,i,) et J =
Uis Jss = - -, Ip) tels que i, et j,, sont des entiers positifs et <». Posons
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A]J—':det[aikjm] (h,m= 1”"’p) .

Considérons une base orthonormale {e,,---,e,} de M,. R, désigne
R(ei, ej, ek,iel)'

Cheung et Hsiung [2] considérent la condition: il existe ¢ ¢ R tel que
(8 ) Z E(T)Rircn)fr(z)hiz T Rir(?-l)‘r(p)!g-nb = 2PIZCPAIJ

7€S,

pour tous ensembles 7, J. Si p = 2 ¢’est la condition
(9) Ry = @@y — ayuay)

etudiée par Chern [1].

Théoréme 2.3. La condition (8) entraine R, = c,A® oit A: M,, — M, est
représenté par la matrice A = [a;;] relativement & la base {e,, - - -, e,}. Si
p = 2, (8) équivaut a R = c,A>.

Démonstration. La condition (8) nous donne 1’avant-derniére ligne du
calcul suivant:

<CpAp(ez, /\ A /\ ei,)’ ej1 /\ e /\ ejp>
= cp{Ae;, N\ - NAe,ep N - Neyd
=¢Cp det <Ae,-a, e.fp> = cpAIJ
1
= Eﬁr:a;,e(r)Ri,mf,(zmh e Rfr(p—x)ir(p)jp—ﬂp
= Ryleg A - Aeden Ao Aey.

La derniére ligne est la définition de R,,.
Sip =2,R = c,A? entraine (9):

Ry = (Re; N\ €)), ex N\ ey = c;{A(e) N Aley), ex N e

_ CAled, ey <A(ed,e)] . (a4 — a
= ¢, det [(A(e,),e,,) Caten, el>] = c(@;3a; — 5a;;) -

Corollaire 2.4. La condition (8) avec a,; = 3;; entraine o5, = Cp.

Démonstration. En vertu du théoréme 2.3, R, = ¢ IP ol I: V — V est
’identité. Donc pour a € A%, Ry(@) = ¢y et 65, (P) =<(Ry(P), P) = ¢, [|P[f =
Cp-
? 1’algébre des structures de courbure (Kulkarni, [4]) donne le lemme suivant.
Lemme 2.5. Soient p,, - - -, p, des entiers pairs et positifs, m,, - - -, m,, des
entiers non-négatifs, et g = Y5, mpp, < n. SiR, = ¢, A" (i =1,--.,k),

Ry = (cp )™ + -« (cp)™A% .

En générale (p > 2), R, = ¢,A? n’entraine pas la condition (8) au fond
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parce que R, ne détermine pas le tenseur R. Par exemple soit {e,, - - -, e;} une
base orthonormale de I'espace V. Définissons R qui satisfait l’identité de
Bianchi par

R(e, Ne) =0,
e; N\e; i<jtlsquei=1lou2,j>2,

R(e, A\ e)) = {
TR Ne,,  2<i<i.

R, = (2/3)I: A*— A, donc Yapplication R, est induite par une application

de V, c’est-a-dire I’identité. Avecl = J = (1,2, 3, 4) le terme de gauche de (8)

devient

Z E(T)Rr,rzler,T‘s-‘l =0

TES:
puisque R(e, AN e,) = 0. Avec I = (1,2,3,4) et J' = (1, 3,4,2) le terme de
gauche de (8) devient

Z E(T)RTszlaRTgT‘GZ =4.

7E€S.

Mais quelque soit 4, A;; = A;; et en chaque cas ci-dessus le terme de droite
de (8) est 4¢,A;;. On voit immédiatement qu’il n’existe pas 4 satisfaisant la
condition (8). Remarquons que la courbure sectionnelle de R, est identiquement
égale a 2/3.

Cet exemple montre la faiblesse de R, (p > 2). R, est une application induite
pendant que R = R, ne I’est pas. C’est un contre-exemple au lemme 3.4 de
Cheung et Hsiung qui maintient que la courbure sectionnelle de R, est con-
stante si et seulement si (8) et a,; = §,;. Leur théoréme 3.1 est cependant
valable comme nous allons voir.

3. L’opérateur Alt

Soit p un entier pair. Désignons par Alt I’opérateur linéaire # — Z# d’anti-
symétrie:

CARTWy A < or AWp), Wog A oo o A Wyp»

(10) S T N Ao Aw
b (2p)! ae%p e(a)< (w¢1 /\ wu-,)’ wap+1 /\ az?> b
siTeZetw, --,w, e V. Ilest clair que Alt T est auto-adjoint si p est pair.

Lemme 3.1. {AltT|T ¢ &} est isomorphe a I’espace (A*?)* des formes de
V de degré 2p.
Démonstration. Un isomorphisme de (/*?)* dans {Alt T} est défini par
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e (s T, e,

LT Wy A vee AW, Wog A ooe A\ Wy = (W, =+ -, W)

I’antisymétrie de T, entraine Alt T, = T,.
Réciproquement, pour chaque T ¢ &, Alt T détermine une forme de V de
degré 2p, c’est-a~dire celle dont la valeur sur (w,, - -+, w,;) est

CARTWy A v oo AWp), Wp A o s A Wyp)

pour tous w,, - -+, Wy € V.
Théoréme 3.2. SiTe#, At T =0.
Démonstration. Pour tous wy, - - -, w,, € V, la ligne (10) est égale a

(p(z-;)l')! S E(a’)<T(w“‘ ANRRRIVA wap)7 w¢p+1 FANERRIVAN wa2F> .

appeleer<ary
Etant donné J = (j,, - -+,j,) o0 j, < --- <j, < 2p, désignons par Sj.,
Pensemble des permutations
ol (17 ree, D + 1) and (0-'1,0-’2; ° '7“p+17i29 ° '7jp) .
Alors
SART(wy A\ -0 A Wp)y, Wop A =20 A Wypo

= Q’i(_z—p_)l')_’_ ;Jj[ T KT A e A,
° a€Sp4y

wap+1 A Wi, VASRERIVAN wjp>:| .

Mais si T ¢ &, le terme entre crochets est nul pour chaque J [ligne (3)], donc
Alt T = 0.
11 faut remarquer cependant que T ¢ # n’entraine ni T ¢ & ni Alt T° = 0.
Théoréme 3.3. Soit M une variété riemannienne et p un entier pair, p < n.
Si en un point me M le tenseur R, de p-courbure satisfait

R, =47,

A: M, — M,, étant un o.l.a.-a., alors la forme différentielle Alt R? est nulle &
m. En particulier la forme est nulle en chaque m oi la p-courbure sectionnelle
de M est invariante.

Démonstration. 11 suffit de montrer que R,? satisfait ’identité de Bianchi.
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Mais R,* = (c,47)* = ¢,(A 0 A)?. Parce que A oA est auto-adjoint sur M,,
¢,’(A4 o A)* satisfait ’identité de Bianchi par la proposition 2.2.

D’ailleurs si la p-courbure sectionnelle est identiquement égale a ¢,, on a
Ry =cylet(R)=clecZ.

4. Les classes de Pontrjagin

L’importance de la forme Alt (R,)? vient du théoréme annoncé:
Théoréme 4.1. Soit M une variété riemannienne et R,, son tenseur de 2k-
courbure. Alors

(E1311 N
(k1?27 )% 2

est une forme différentielle de M fermée de degré 4k qui représente #, (M),
la ke-classe de Pontrjagin de M.

Démonstration. Soit m ¢ M fixe et {e,, - - -, €,} une base orthonormale de
M,,. Désignons par ¥ le relévement horizontal de v ¢ M,, au point (m; e, ---,
e,) e F(M), F(M) = I’espace fibré principal des repéres orthonormals sur M.
Siz: F(M) — M est la projection on a r,(9) = v.

Chern [1] a montré que

xg — _ LCRO'T
I@—W;@I/\@I,

olt @ est une forme de M fermée de degré 4k qui représente la classe #,(M)
dans H*(M ; R). Ici on somme sur tous ensembles I = (i;, -- -, i,;) tels que
1<i < --- < iy, < n. Mais la forme horizontale €, est donnée par rapport
a R,, par '

O1(Dys + s Do) = R0y A\ -+ A Vo) e, N\ - N eiu> .

(@R

Sie = G

[Ck ; @I A @1](771, ct 77¢k)

1 ~ -~ o ~
= Cg ; m ae};; E(a)az(va,, cey vagg)@I(vaqu.], M) vm-)

= _____(4‘:]'{")' EZS &ler) ; RuWay A v or A D)y € A voe A €

'<R27‘(vﬂzk+x VASRRIVAN vau)’ €, VASRRENVAN eist)
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(4‘;)' EZS: d@Rou(Vey N -+ A Vars ReiWasrs N -0 N 00003

C
- (41:)! aeék (@R Wy N v o N V) Vigor N\ <00 N Vo>

= (ALt R;;H(vy, ++ +, Vy) -

Ceci acheve la démonstration du théoréme.

Nous avons immédiatement la nullité de la k°-classe de Pontrjagin de M
sous I’hypothése de théoréme 3.3. En effet les classes Z,(M) sont nulles pour
q=k

Lemme 4.2. Soit s: x — (x; e, - - -, e,) une section locale de F(M) dans
un voisinage U de me M. Si{e', - - -, e*} sont les formes de degré 1 duelles
aux champs de vecteurs {e,, - - -, e,}, on a

s*0r= 3 Ruley, N -o- Ney)ie N - Neyy
(11) F1<reeljop
et A Nel

Démonstration. Pour 9, - - -, D,, tangents A F(M) en (m;e,, - - -, e,) € F(M)
et ’Ui = AT*('D,;),
*O)(vy, - -5 Vap) = Op(Dy, -+ -, D)
= <R2k(ei; VANEREIVAN e‘igk)’ N ANRERRVAN /I

qui réduit a

( Z: <R2k(ei1 FANERRIVAN ei“), e, N - A ejﬂ>e.h VANEREIVAN e.fzk)

F1<eee<Jax
.(/yl’ . 'svzk) .

Corollaire 4.3. Soit {e,, - - -, e,} une base orthonormale de M, et A = [a,,]
la matrice d’un o.l.a.-a. de M., relativement & cette base. Alors on a

Ry, = ¢ A%,
si et seulement si

(12) s*¥@ = Z CpArser N\ -o0 A &%
F1<eeefox
o =y, -+, Ju) €t 5: U~ F(M) est une section dans un voisinage de m telle
que s(m) = (m; e, - - -, €,).
Démonstration. Compte tendu du lemme 4.2, (12) est valide si et seule-
ment si
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2 Cpdget N\ o Nelm

J1<er e Lo
= Z <R2k(ei1 ZANKERIVAN €1l €5, ASERRIVAN e.?’m:>ej1 ANEERIVAN 2
J1<eee<Jok
Puisque {e* A - -+ Aef=}1 < j, < ... <j, < n} est une base de A%*(M,,)*,
(12) est valide si et seulement si

CuArr = Ryleg, N -0 N eiu): T AVANEEEIVAN eju>

pour tout J. Mais

CuAry = A (e, N\ - Ny, e5 N - Neg.

Donc la ligne (12) est valide si et seulement si R,; = ¢, A%.
De 2.5 et 4.3 nous avons le
Corollaire 4.4. Si 2k|n = dimension de M et R,; = cA*,

5*0,...n, = (O™**(det A)w ,

w étant la forme du volume de M.

La condition sur @, de 1’égalité (12) est la condition 3.3 de Cheung et
Hsiung. On peut démontrer que sous cette condition les formes qui représentent
les classes #,(M) sont nulles pour tous g > k, d’ou le

Théoréme 4.5. Soit M une variété riemannienne compacte et orientable. Si
en chaque m ¢ M ils existent cc R et A: M, — M, (0.l.a.-a.) tels que

Ry = cA*: [*(M,) — £2M,) ,

alors les classes de Pontrjagin 2, (M) sont nulles pour q > k.
La démonstration, analogue a celle de Thorpe [7] au cas R,;, = cl, se trouve
dans [5].
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